INTEGRAZIONE

TEOREMA FONDAMENTALE

_[f(x)dx =F(x)+c= _[:f(x) dx=F(®b)-F(a)

PROPRIETA GENERALI
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METODI DI INTEGRAZIONE
® per combinazione lineare

[laf(x)+ B g(0)dx = af fx)dx + B[ glx)dx
e per parti

[/ gyd = f(2) g, - [ /() g/ ()

® per sostituzione

[/ Foe)g' e = [ )
o 2 Jola)

de(x)

* per decomposizione algebrica
riconducendo con artifizi a integrali immediati

* nrad. distinte: Q(x): (x -, ) . (x -, )

R(x)=ix§= IR O

Q) (x-ea,) (o ~et,)
o rrad. multiple: Q(x)=(x—a,)"...(x—a, )", Zm =n
R(x)= Cu__y 4 G — ... ity g G
(x—a,) (x—a, )" (x—a,) (x—a, )"

Troviamo le costanti C,, ad es. per Q(x)=(x—-1)"(x+2)’
PRIMO MODO

P c . pl)
(x-1) (x+2f  (x-1) (x—1F (x+2)
[N —— [N ——— [N ——

(xia)m q x) (xflx)w (xia)wfl q x)

che equivale a
P(x)=C-q(x)+ p(x) (x -1)= p(x) =K
da cui C=P(1)/q(1) ovvero in generale

C=P(a)/q(@)

si continua ricorsivamente a secondo membro.

SECONDO MODO
P(x) A, A, A B B

2 0 1

= 4 — + —
Ox) (x-1Y (x-10 x-1 (x+2) x+2

x (x—1)" si ha una somma di Taylor per qualche g(x):

PO 4 a4 (= 1)+ A, (x 1) +g(x) (x —1)', con
(x+2)

_ld P
ildx' (x+2)"|_

e analogamente
_1d P(x)
T (x-1)1,

ESEMPI
e trasformazioni goniometriche

Plx) jQ(x)+ px) =1+ px)

Q(X) O(x) (x)
P(x) kO (x)+ plx )
b4 '[T —jx—ﬂ —an(x)+
dx dx
’ jx2+2bx+c :I(x+b)2+(c—b2) = b=t

FUNZIONI BINOMIE
. jf(a +bx)dx = a+bx=t

o J'xm (a+bx") dx con mn, pe Qs IR(t)dt ponendo:

FUNZIONI RAZIONALI FRATTE PROPRIE (0P <n=0Q)

ELEMENTI SEMPLICI

1 _[ A dx = Aln|x — q
x—a

1-n

ZI —dx = (x — a)
(x—a) 1-n
F=x*+px+q
3 Jax+hdx:ﬁlnF 2bzap arctg Xt p
A<0 D \/4q_p2 \/4q_p2
ax+b a b—ap/2 dt
4 I dx =— + I(1+;2)”
J

2 + t 2n—1
con k= q—%,x+§:kt:>t ka e J.= m"’ o /.

nz2

A<O 2(n_1)Fn—1 Ieln—l

- pel = x =1t* con k =mcm (m,n)
+1
STz :>a+bx"=t"conp=£
n d
m+1 a+bx" n
+pel = ———=ticon p=—
n X" d
FUNZIONI IRRAZIONALI
Y pY
J-f » ax + ! ax + o lax
cx+d cx+d
+b
GX70 _ym con m=mem (p,q,...)
cx+d

casi particolari:

If({/(ﬂx+b)“,’{/(ax+b)ﬁ jdx

[ W P o
I
o [R(ax +2bx+c, x)dx =

:jR J—at +2bt+c¢ at* —c \al(ar* +2bt +c) .
oo 2b+at) 2b+ar)) 20+ at)




OvVvero

jR(\’l‘Z + 1)K dr’ smh”jR(cosh w)K du
e IR N2 —1)K dtl mm_[R(senhu)K du
IR v1-— K dtl mu_[R(cosu)K du

ovvero
o jf( ax?+bx+ c)dx a _[R(t) ponendo:

a>0 JJax*+bx+c==% «/;x+t

a<0, A<0 = f<0sempre

A>0 = f>0perx, <x<ux,: =1’

X —Xx,
_x Xt = 2(x, —x,)t

)

1+ (1+22)

. jf ! dxlziﬁ / i21rctgl‘
a+ x*? “\Va
Ix/«/;
If( ]
6l+x

1
o = 4J.l«/1 —xtdx = 4[% 1—x? +%arcsen x} =47
0
0
¢ in coord. polari, calcolcando triangolini di area ds :

oot = J;dS _ J:n rzzd‘(? ZV—ZJ.Z;[I"IS‘ :%ﬁléﬂ —

LUNGHEZ224A DI UNA CURVA Y

/ (arcsent)
ESPONENZIALE

J.R(e“)dxzj.R(z‘)%dt

= J-ds ds?* = dx* + dy*(+ dz?)
Y

curva piana regolare
e di eq. parametriche x=x(), y=p(¢)in [t,,2,]

ds? =[x2@)+ y2)]dr = <= fz xX2()+ v @) di

e definita da y = f(x) in [a,b], dy=f"(x)dx:

ds =1+ f2(@dv = = [ T+ @) dx

e di coord. polari x = pcos®d, y = psentd

ds* = dp* + p*di* =

7= [Jap + pa>

e di eq. polare p=p ()

ds* = [p* )+ p (W)dd = <= [j p () + p () dv

FUNZIONI GONIOMETRICHE

J.R(Senx,cosz x)cosxdx IR(I 1-12)dt

cosx=t

_[R(senz x,cosx)senxdx = — _[R(l —12,t)dr

tgx=t

IR(sen X,C0S? X,8en X Cos X)dx =

—I ( ! \ ! dt
1+22 1412 1+t1J1+z‘1

[RGgx)ax"= [R(O)——ar
1472

J.R(senx,cosx)dx(g'ﬁqJ'R[ 2t ,1—1‘2\ 2
1+1¢2 1+t2)1+t2

LUNGHE22A CIRCONFERENZA
e in coord. cartesiane, calcolando 4 archi, con r=1:

y=Nl-x2= 2 =x2/(1-x?)
3=4[\/1+y dx = 4Larctg
iz ¥

4248
|m() ()

—4——0 =27

arcsen 1
¢ in coord. polari, con p=r=cost.:

3:[?;0119:1’19&” =27y

curva sghemba
e di eq. parametriche x=x(), y=y(t), z=2z(t) in [t,,2,]

ds=[x"(1)+ )y ()+ 2" @)]drr = Z:j’}/x”(t)+y’f(t)+zZ(t)dt

e di equaz. y=y(x), z=z(x)in [a,b]

ds? =[1+ y2(x)+ 22 (x)]dx* = <= J'h 14y (x)+ 2" (x) dx

=

AREA DI UNA REGIONE PIANA

e coord. sfer. x=pcos@send), y=psen@sendd,z=p cost}

o delimitata da y= f(x), fe ¢ e>0 e l'asse xin [a,b]:

ool = ij(x)dx

e delimitata dalle curve y=f (x)< y=f,(x) in [a,b]:
ot = [ [£x) = f(x)]dhx
¢ curva frontiera: in eq. parametriche x=x(t), y=y()
o = fj;(xdy — ydx)
e curva frontiera: in coord. polari p=p(®), 8, <V <9,
oof = -f P ()
® polarm. normale delimitatalda p=p,@B) e p=p,[®¥)
ot = [ [p:(®) - p(®)]dv

ds? =dp* + p2d®* + p* sen*V dp*  — é{=fy\/dpz+pzah92+pzsenzl9dtpz

VoLUME DI UN sOLIDO

AREA CERCHIO
e in coord. cartesiane, calcolando 4 settori, con r=1:

e tra la superf. z= f(z,y)20 e il piano xy entro R:

7 = S )dR

® Rnormale all’asse x ()
7= [ fyydar=[ [ " fGey)dy dx
A ’ o o) '
0 d  rx,
7 =[ faeydr =] [ fly)de dy
® area N col piano x = cost. :
b
oo/ :J; fx,v)dy
¢ solido normale a xy dato da z=z,(x, ), z=2,(x,¥):
V = [2.(x,9) = 2,(x, p)ldR

e solido di rotazione di eq. » =@ (2):




Y =r rz 0 (z)dz

VOLUME SFERA
e tagliandola in dischi spessi dx e raggio a=4/r*—x? :

QV:.[/dvz-[/. a’mw dx:J:r(rz - )71' de=m |:er _x?j:li B 47:‘5

AREA DI UNA SUPERFICIE CURVA

e regolare di eq. z=f(x,y), fe€¢ (R):
ol = L 1+ f2+ [) dR
¢ di rotazione di eq. r =@ (z):
oof =21 J::r ds, =21 Ego(z) 1+ (2)dz

o di eq. x=x(u,v),y=yu,v),z=z@,v) con le funzioni
definite e derivabili in Re con jacobiana di rango 2 in R:
of = [ EG = F* dudv
con
E=x2+y’+z;
G=x>+y:+z;
F=xx +yvy +z,z,
e di eq. parametr. x=ucosv,y=usenv,z=@u):
E=1+¢"(u)
G=u*F=0

ool = L w2 [ 1+ (u) dudv = _[)Mdv J:lk 1+ (1) du =
= ZJZIJ;M du,,

con ycurva mediana e du, suo differenziale d’arco.

1 1
; . - = ??
e solidoT: x, > | x Vs 5 Ly dr ?;
SOLIDI DI ROTAZIONE

Data y = f(x)20 che ruota intorno all’asse xin [a,b]:
V= [ frax)dx, & =2x [ f)VT+ () d
eq. parametriche
o =2m | YOO+ Y2 () de

SUPERFICIE SFERA
e data dalla rotazione di una semicirconferenza:

’ _x ’ r

7 — : 2 _ ae2 r — " — 2
(Y—Zﬂj._rx/r X mdx Zﬂrj._y_dx 47Tr

TEOREMI DI GULDINO

* Area superifice di rotazione generata da una linea

che ruota attorno a un asse esterno = lungh. linea X lungh.
circonf. descritta dal baricentro.

® Volume solido di rotazione generato da una regione

piana che ruota attorno a un asse esterno = area regione X
lungh. circonf. descritta dal baricentro.

BARICENTRO B(x,,y,)

DEFINIZIONE
® per due masse m,,m, poste in x,x,:

(m, +m,)x, = mx, +m,x,

¢ per densita variable con continuiita e massa m(x)dx :
X, fm(x)dx = rx m(x)dx

Oss. Per X variabile aleatoria con funzione densita f(x)

t.c. f:f(x)dx =1, x, :f:x f(x)dx & la media di X.

* curva y:

x=x(t),y=y)=ds* =[x"2@)+ y"2(1)]dt*
x, =§ Lx ds =§ '[:x(t) x2(t)+ vy (t) dt
P, =éf7y ds =éj:y(t) X0+ @) dt
y=f(x)asx<b=ds*=[1+ [ (x)]dx*
1 -
X, =§Lx 1+ f72(x) dx

P [T 7

xB—L xdR yB=L, RydR

* regione R : =—
oof JE ool

INTEGRALI NON RISOLUBILI ANALITICAMENTE

® spirale di Fresnel

x(t)= ﬁcos urdu, y(t)= '[jsen udu
x(e)= y(o=)=+7/2/2
o ellittici primo tipo
F(glm) = ["1/N1=msen* v av
K(m)= F(m/2|m): i.e. completo

o ellittici secondo tipo

E(p|m) = ﬁ) J1—msen? ¥ dd
E(m)= E(m/2|m): i.e. completo

® funzione Z di Jacobi
Z(@|m) = E(@|m)— E(m) F(p|m)/ K (m)




